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分形图形生成的一种新方法

罗
，

忠 赵忠明 朱重光
�中国科学院遥感应用研究所 北京 �������

摘 要 本文提出分形图形生成的一种新方法
。

采用分数维布朗运动来合成分形图形
，

分数维布朗运动用一种新

的方法—递归空间滤波来获得
。

由分数维布朗运动的功率谱确定其二维成形滤波器的频率响应
，

然后采用 以一维

原形滤波器加旋转变换的方法来设计具有圆对称和指数衰减频率响应的成形滤波器
。

用成形滤波器对高斯分布的

白色过程滤波
，

便可以得到具有期望分数维的布朗运动分形图形
。

关键词 分形图形
，

分数维布朗运动
，

功率谱
，

成形滤波器
，

频率响应
，

数字滤波器设计

引 言

在分形科学发展的初期
，

就有研究者指出因为

地球的表面形状非常复杂
，

用一般的代数曲面来描

述往往是不合适的
，

而用某些定义于二维空间的分

形随机过程则能够取得相 当满意的效果
‘�一习 �

这一事

实说明实际的景观具有分形性质
，

它的发现导出了

分形在地球科学中的应用
。

这种应用从分析和综合

的观点可以分为两大类
�

第 �类
，

用分形随机过程对

景观进行以分析为 目的的建模和描述��周
，

如遥感图

像处理中的某些分形方法
�第 �类

，

用合适的分形模

型来模拟和生成具有真实感的景观
，

具有综合的性

质
。

分形 图形的生成是分形景观生成的核心
，

在分

形 图形基础上
，

利用图像复合
，

纹理映射等技术
，

在

图形上加上植被等
，

进而生成逼真的模拟景观
�

在 综合应用 中
，

发现分数维布 朗运 动 �简称

用��是一种合适的工具
��一��

。

为了生成分形图形
，

就

要能够产生具有任意分数维的 ��
，

分数维是刻划

分形图形非常本质的参数
，

它在相差一个 比例常数

�比例常数 ��的意义上唯一确定了分形图形的所有

二阶统计特性
，

如 自相 关函数
，

自协方差函数
，

功率

谱密度函数等
。

生成 田� 的一般方法有 白噪声积分法
、

随机中

点偏移法
、

独立跳跃法
、

��
����

�谐波合成法
、

功率谱

直接综合法
、

小波方法等��一��
。

在实际中常用的是基

于快速 ��丽
��变换 �����的功率谱直接综合法

。

该

方法直观简单
，

但是也有几个较为显著的缺点
�

首先

为了获得高的频率分辨率
，

��� 的支持域 �一般为 才

中矩形子集�不得不取得很大
，

导致很大的计算量
�

第二当 �了 的支持域很大时
，

一般要分块处理
，

则会

导致所谓的块效应 �最后因为 ���包含 �至少一块内

的�全体数据的信息
，

所以无法生成具有空间变化统

计特性的数据
。

为了克服基于 ���方法的这些不足
，

我们在此

提出一种通过设计 用� 的成形滤波器来生成 ��

的方法
。

� 算法原理

定义在整数坐标网格 才上的标量值离散域 份�

是一个具有两个独立参数�一般对应空间坐标�的随

机过程 ����
，

其二阶统计量满足

五���，
�

�一 ��，
�

��
’ � ���，

� 一 ，，
���
材 ���

其中参数 ，� ��
二 ，

口是一个二维向量
，
�声�

， ‘ ，‘ � ，

�� �为比例系数
，

参数 � ���刀簇 ��称为粗糙度参

数
。

对应的功率谱性质是

叭
二

�臼�� “ 。 “���
‘ ���

其 中 � � �为 比例系数
，

频率 。 二 �曰
‘ ，

叭 �
，
臼声

卜
兀 ，

司
，

叭以 一 几司是一个二维向量
�

份� 的分数

维定义为 � � �一 �� 根据 ���或 ���
，

并且利用功率

谱和 自相关函数之间的 ��丽
��变换关系

，

我们可 以

推出所有的二阶统计量的计算式
，

这就是前文所说

的唯一确定的意义
。

生成 用� 的涵义就是得到一个具有统计特性公
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式 ���
、

���的某个随机过程的一次实现 �或称采样�
。

如果用均值为零
，

方差为 �的高斯分布的白色随机

过程驱动频率响应为 � �动 的稳定线性空域移不变

滤波器 ���� ，

输 出过程在功率谱意义上等价于 ��
。

根据广义平稳随机过程理论��‘�有

中
二

��劝 � 天月�动 ��一 叻

��曰�� ��臼
�，

叭 � ���

� ���
， ，
�，
��孔

一 。 ·��，。 �
，
�

一
��，口 �

上述滤波器称作 �� 的成形滤波器
。

其中 ��氛
，

毛�

是滤波器 �变换域的传递函数
。

我们提出的新算法本质上是基于成形滤波器

的
。

即根据给定的 份� 的分数维 �
，

确定对应的粗

糙度参数�， 从而确定 用� 功率谱的形式 ，

再利用公

式���获得成形滤波器理想的频率响应
，

并据此设计

出能够逼近理想频率响应的数字滤波器
。

将得到的

成形滤波器应用于高斯分布 白色过程
，

就可得到具

有期望分数维 � 的 用�
�

�
�

�二
，
��
�一 几

，

竺
，�

�

�旦
， � � ， �少

� ���

其 中 �� �
�二 ，

易�表示所设计的成形滤波器
，

�
‘
��

‘ ，

��
， �，�

，
�匀��是 �个不同方向乓

，
�截�几夕上的方

向对称滤波器
，

其频率响应满足

�
，

�尽
，

叭
，
臼，
�

一 �
，
���

。 二 ，。 ，

������，
， �‘� 叹�

丁

�� ���

即只依赖于频率向量 �。
二 ， 。 ，

�和方向 ����叹
，
���典�

之间的夹角
，

根据向量内积的性质

�曰
、 ，
田 ，
������

，， ����
，
�
了

� ��臼 ��
�������曰

、 ，
曰 ，，

�一 �
‘

� ���

占�叱 曰 ，
�是 「曰 。 曰 ，

�的方向角
。

频率响应是关于方

向乓对称的
。

当这些方向对称滤波器的数 目�任意

大
，

而且 �个对称方向均匀分布在
�
一

粤
二

，

粤
二、上

� � � �

� 成形滤波器频率响应的确定

����

节
�

����

确定的成形滤波器的频率响应依据是 �� 的功

率谱和式���
。

频率响应 ��动 由幅度频率响应和相

位频率响应按下述关
�

系组成

��。 �� ���动 ��
����甲�曰�� ���

并且

���公��� ���一 曰��
，
价�。 �� 一 沪�一 动 ���

所以不论价 �曰 �为何种形式
，

只要 �� ��曰 ��
’ �

必
二 二

�曰�
，

公式���就可满足
�

因此对成形滤波器
，

只

有幅度频率响应需要确定
，

而不需考虑相位频率响

应
，

即只按照幅度频率响应去设计滤波器
，

得到什么

样的相位频率响应都可以
。

根据公式���
，

���有

时
，

其级联能够以任意精度逼近一个圆对称滤波器
。

因为理想频率响应 ��。 �是 日。 ��
�
的负指数函

数
，

所 以各方 向对称滤波器 的频率 响应也应该是

���
。 一�

�����“ �、 ，

叭 �一 ����的负指数函数
。

令

�
，
��

‘， 。 �一 ������ ��
�����占�。 。

叭 �一 �夕��节

����

现讨论方向�
，，
�匆簇�

，

比例系数�
，

指数刀的选取方

法
。

为使各方向均匀 分布
，

应有

� 一 ， �
�

��一 ��二

�
���簇材 ����

选择 “ 和刀的原则是
，

所设计滤波器的频率响应和理

想频率响应沿着 �个对称滤波器的对称方 向应相

等
。

根据对称性可知
，

所设计的频率响应沿 �个对

称方 向是相 同的
，

所 以只要考虑第一个方 向�一
一 亚即可

，

沿此方向有
�

。 �

�。 �一 ��

几咫
�

��一。

一 ���几筵
�
一��� �

��
� ���

��一�

��
一

勺 曰 ��

一 ��
�

��回 �一 日。

������叫
比较公式���

，

����可得

���
��

���

这是成形滤波器的理想幅度频率响应
，

但是这种理想

特性在实际滤波器设计中是无法达到的��’
，，’�

。

所能做

的是使设计的滤波器的特征尽可能逼近理想特性
。

成形滤波器是一个二维空间滤波器
，

二维空间

滤波器的设计一般 比一维滤波器设计复杂得多
。

很

多情况下二维设计问题可以转化为一维设计问题
，

使问题大大简化
。

此处的问题正属于可以转化的一

类
。

因为理想频率响应是圆对称的
，

我们可以采用

多个不同的方 向对称滤波器的级联 �其传递函数等

于各传递函数的连乘积�来逼近圆对称性
。

� “ 一 ��
�

性
�

����乓��
一刀和那

�

。 一 �几咫
�

�。 。 ， �
，
一�

一

尝和

刀一

�
� ·

告��
�

����

� 一维原形滤波器的设计

以上我们得到 了方 向对称滤波器的频率响应
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�
，

�尽
， 。 ，，

叭 �
，
�截簇�， 方 向对称滤波器虽然在形

式上是二维空间滤波器
，

但是可 以通过一维原形滤

波器经变换得到
。

为讨论方便
，

先转人
、
域 �助�����变换域�

。

设

在
、
域

，

原形滤波器的传递 函数为 �。
�
、
�

，

引人关于

方向�的旋转变换
、 二 �二

���� � 今 ����
，

则可以得到

对称方向为�的对称滤波器
。

第 �卷

·�

�吕�
�
· � �

一
，臼 ，一 “ �’�，

�。
��

二 ， �，

�� ��

利用双线性变换 凡 二

到
�
域的对称滤波器

����� �� ����� ����

滤波器设计所能给出的滤波器形式一般有非递归

�又称有限脉冲响应即����和递归�又称无限脉冲响

应即 ���两种
。

递归形式的优点是用较少的系数获

得很大的支持域
，

实现无需卷积运算
，

从而计算量少

等
。

在此我们选择递归形式
。

尸阶递归滤波器的形

式是

一 几
丁一，一甲万 ， �

。

�� 毛
‘

�一 � 二�

�� � ��
可以得 全

。

� �
���一号

一
一一

艺�

�
�
‘��
了�、

����

�
户

一 ���
� � 。

�

�一 �

尹
�

�

。 、
月

�
气�

、 ，
氛

，

�� 。 �
吸下下甲万 ‘ ��� 一 �了一丁万

���口 �
、 � 十 几 � 一 � � �

����

可 见 问题 最 终 归结为设计
、
域 原形 滤波器

�。
���

。

那么究竟应该怎样来设计 � 。
���呢� 根据已

经得到的二维方向对称滤波器的理想频率响应特性

公式 ����
，

可知 � 。
���应该满足条件

因此最终的问题变成给定理想频率响应的一维递归

线性时不变滤波器 �即 ��滤波器�的设计问题
。

这

是滤波器设计中的典型问题
，

处理方法是通过对适

当目标函数进行优化
，

求式����中各系数
。 ，，
�

‘ ，

�匀
��

。

很多数字信号处理软件 �如 ������ 等�
，

都能完

成该工作
。

实验证明
，

阶数 尸最多取 �就可以了
。

表

表� 原形滤波器系数的部分计算结果

����� � 阮�
� ���������� ���������� �� ��� ��������� ������

刀
�。 �。 �， �� �� �� �� ��

�
�

�� 代】
�

������� �
�

������� �
�

������ �
�

����� 刃
�

������ �
�

����� �
�

����� �
�

�

�
一

�� 代�
�

������� �
�

������� 司
�

������ �
�

����� 气�
�

������ �
�

����� �
�

����� �
�

�

�
�

�� 刊〕
�

������� �
�

�������
�
��

�

������ �
�

����� 刊〕
�

������ �
�

����� �
�

����� �
�

�

�
�

�� 刃
�

������� �
�

������� 刃
�

����� �
�

����� 刊〕
�

������ �
�

����� �
�

����� �
�

�

�
�

�� 一�
�

������� �
�

������� 刊�
�

������ �
�

����� 刁
�

������ �
，

����� �
�

����� �
�

�

�给出了部分设计结果 �计算该表时
，

假设 比例系数

“ � �
。

若应用中� 羊 �
，

将表中的系数均乘以��
。

得到 � �
���之后

，

利用旋转变换和双线性变换

按式 ����计算对应的
�域滤波器 � �

��
。 �，

�
。

� �
���，

易 �也必定具有阶数不超过 尸的递归形式
�

�
。 ���

。 �了
‘ ‘ ‘ 召� � 少

�
�

���
，
氛�二

心 ， �

尸

艺试
， �
了
�
了

于� � �

����

现给出滤波器系数 �，�
，

试
、 �簇式���的计算方式如下

。

��。 � 一 �，�， � ���， 一 ��� � �。
���一 ��

��� � 一 ����，�� ��
��

� � ����一 �，
��� � ��� ��。

���一 ��
��� � 一 ������ � ������� �，

�一 ���� � ���� ��。

���一 ��
�。 。 � 一 ����， � ���� 一 � ��� � 。

���一 ��
��� � 一 ����，�� ����

� 一 ����� ����一 ���� ��。

���一 ��
��� � 一 �����

，� ���，
�一 ���， 一 �� ，� � ��。

���一 ��

��� � ������
，�� �，

�一 �����
， � ��，�一 �� ��� ���

���一 ��
��� 一 ��。 ��， � ����

， 一 ����� �，
�� 一 ���� ��。

���一 ��
��， � 一 �����， � ����

， 一 ����� �，
��一 ��� ��。

���一 ��
��� � 一 ��。

���
，�� �，�一 �����

， � �， � ��石�

� ����� ��。
���一 ���

��， � 一 �����， 一 ����
，� ��，�� ��

，� � ��。

���一 ���
�。 ， � 一 ����，�� ����

， 一 ����� �，
���一 ��� ���

���一 ���
‘、。 � ���，� ���，� �，�� �。 ���一 ���

��。 � �����， � ����
， � ����� �，

���� ��� ��。

��� 一 ���
��。 一 ����，�� ����

， � ����� �，
��� ���� �尸

。

���一 ���
�。 。 � ���， � ���，� ��� � �。

���一 ���

其中 � � ����� ����， �� ����一 ����
。

只要把对应
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的 �，，的计算式中的系数 ��
，
�众��换成对应的 互

，

即

可得到 气
，
���

，

���的计算式
。

至此已经给出了设计具有任意对称方向的方向

对称二维滤波器的方法
。

故可以对 �个方向尽
，
�匀

�材分别构造方向对称滤波器
，

最后按式 ���级联构

成成形滤波器
。

但是 当 �较大时
，

要获得成形滤波

器的所有系数的计算公式较为困难
。

所以成形滤波

器还是按级联方式实现
，

即用 �个方向对称滤波器

依次进行 �次滤波
。

现在将新算法的内容归纳如下
�

算法的输人参数是

��� 分数维 �
，

高斯白色过程的方差 龙

��� 分形图像的长度 �和宽度 川

��� 方向数 赫

���原形滤波器阶数 ��

算法的执行步骤是

��� 根据 � 和 �确定 �和 �，八乓
，
��谈��

��� 设计阶数为 尸的 、 域递归原形滤波器 �

��� 利用旋转变换和双线性变换得到�个方向

对称滤波器 �

��� 生成元素均值为零
，

方差为 �的随机数的

� � �矩阵 �

��� 用 �个方向对称滤波器依次对步骤 ���生

成的随机矩阵滤波
，

结果即为 用�
。

� 试验结果

在过去的研究中已经发现粗糙度参数 �对于控

制生成分形 图形 的视觉效果非常重要 �因为 � �

�一 �， 所以说明 �的控制作用就等于说明了 � 的作

图 �理想成形滤波器���和所设计的成形滤波器 ���的频率响应
，

� � �
�

�
，
� � �

�

�

��
�

� 欣������ �����
���� �������������� ��������� ����������� �����

�� ������ ��� � � �名
，
� � �

�

�

图 � 本文方法生成的分形图形

��
�

� ������� ��雌� ��������� ����� ��� ������ ���

��
��� ��� ���� �����
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用�
。

例如
，

� � �
�

�对应于典型的山地图形
。

但是在

真实的 自然 图形 中
，

在一定 区域 内
，

粗糙度是变化

的
。

为了使生成的分形 图形具有真实感
，

算法必须

能够在生成过程中使 �连续变化
�

遗憾的是现有的

很多算法做不到这一点
，

或是即便 �能变化
，

但是图

形不连续 �产生峭壁�
。

例如基于 尸��的功率谱直接

综合法的块效应就是这样
。

而新方法可以很容易地

解决这一问题
。

只要在滤波过程中切换对应不同 �

的滤波器即可
，

而且得到的图形是连续的
。

图 ���� ���分别是理想和所设计的成形滤波器

的幅度频率响应
，

取 � 二 �
。

图 �是一幅其左前
，

右

前
，

左后
，

右后 �个象限分别具有不 同 �的分形 图

形 �左前方
、

右前方
、

左后方
、

右后方的�
，
� 分别是

� 二 ����
，
� 二 ������ � ���

，
� � �

�

��� � ���
，
� 二

������ 二 ����
，
� � �����

。

图 �是对应的等高线图
。

︸一﹃︸︸︸︸︸﹃

�� ����
�

�� ‘ ���
�

�� ����
�

�� ����
�

�� ����
�

�� ����
�

�� 日���
�

��

图 � 图 �所示之分形图形的等高线图�单位 ��

��
�

� �五� ������� ���� ����� ������� ����� �����
�

�
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